ТЕОРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ
ЛЕКЦИЯ №1 
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ
Случайные события
Теория вероятностей является разделом математики и изучает закономерности случайных событий.
Получение того или иного факта в результате эксперимента называется исходом случайного события. Классическими примерами случайных событий являются: выпадение герба при бросании монеты, попадание в цель при одном выстреле, попадание в цель при нескольких выстрелах одного стрелка, нескольких стрелков и т. д.
Случайное событие обладает различной степенью объективной возможности произойти или не произойти. Чтобы сравнивать эти возможности различных событий, каждому из них присваивают определенное число, называемое вероятностью. Вероятность является численной мерой объективной возможности случайного события.
События бывают следующих видов:
невозможные, непроявляющиеся ни при каких условиях (одновременно попадание и промах при одном выстреле по цели);
достоверные, осуществляющиеся при любом опыте (извлечение черного шара из урны с черными шарами);
противоположные, взаимно исключающие друг друга (либо попадание, либо промах при одном выстреле по цели);
События принято обозначать заглавными буквами латинского алфавита А, В, С ...
Если из нескольких возможных событий исход хотя бы одного неизбежен, то все они образуют полную группу событий.
Полная группа несовместных и равновозможных событий составляет систему случаев. Она обладает симметрией возможных исходов.
Вероятность события
Вероятность как количественная мера объективной возможности благоприятствующего исхода, при определении по схеме случаев описывается отношением
Р(А) = M/N,



(1.1)
где М — число благоприятствующих исходов; .N — число всех равновозможных исходов, стремящееся к бесконечности; Р (А) — теоретическая вероятность.
По формуле (1.1) возможен непосредственный подсчет вероятностей. В соответствии с ней вероятность изменяется в пределах от 0 до 1, т. е.
0 ( Р(A) ( 1





(1.2)

Из свойств вероятностей и соотношения (1.2) следует, что достоверное событие имеет вероятность, равную 1, а невозможное событие — вероятность, равную 0.

Случайные величины и их дискретное распределение по вероятностям
Понятие случайного события относится к качественной характеристике стохастической ситуации, т.е. ситуации, главной особенностью которой является наличие элемента случайности.
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Рис. 1.1. Многоугольник и функция распределения дискретной случайной величины X
Случайные величины в отличие от случайных событий принято обозначать буквами X, Y, Z..
Появление того или иного значения случайной величины из некоторого множества ее возможных значений связано с его вероятностью, т. е. каждому из возможных значений случайной величины соответствует некоторая вероятность.
Совместное описание возможных значений случайной величины и их вероятностей представляет собой закон распределен и я. Он дает правило нахождения вероятностей возможных событий, связанных со случайной величиной. В частности, закон распределения позволяет определить вероятность того, что случайная величина примет какое-либо значение или попадет в какой-то промежуток числовых значений.
Существует два типа случайных величин: дискретные и непрерывные. Для дискретной случайной величины закон распределения может быть задан рядом распределения и функцией распределения.
Ряд распределения дискретной величины можно представить в виде графика — многоугольника распределения (рис.1.1, а) или таблицей:

	Х


	х1
	х2
	. . .
	хi
	. . .
	

	P


	P1
	P2
	. . .
	Pi
	. . .
	


где   Pi = P {X = xi};  [image: image2.wmf]1
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Число значений дискретной случайной величины всегда конечно или четно, а сами значения можно перечислить, перенумеровать друг за другом.
Вектор X = [x1, x2 , . . ., xi , ...] является случайным и представляет собой реализацию случайной величины в данном эксперименте.
Функция распределения
F(x) = P{X<x}



(1.4)
является наиболее общей формой закона распределения. Она существует для любых случайных величин, как для дискретных, так и для непрерывных.
Функция F(х) представляет собой вероятность того, что случайная величина X примет значение меньшее, чем фиксированное x. Она не убывает при возрастании х.Кроме того      F(-()=0 и F(-()=1.
Для дискретной случайной величины функция F(х) — разрывная, ступенчатая функция (рис.1.1,б), скачки которой приурочены к значениям xi и по величине равны вероятностям Рi.
Вероятность попадания случайной величины в отрезок [(, (( оси х определяется по формуле
Р{((Х<(( = F(() - F(().



(1.5)

ЛЕКЦИЯ 2 
ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЧАСТОТА И ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЯ 
Биномиальное распределение. Формула Бернулли Построим последовательность вероятностей появления герба при различных схемах бросания монеты. При одном бросании вероятность Рг в силу симметрии исходов равна 1/2.
Вероятность выпадения двух гербов при двух бросаниях составляет Р/гР//г = 1/4, трех гербов при трех бросаниях Р/гР//гР///г = 1/8 и т.д. В результате получается прогрессия, основанная и независимости проводимых испытаний. Усложним схему эксперимента. Определим вероятность выпадения одного герба при трех бросаниях монеты. Пространство событий будет состоять из следующих исходов: ГГГ, ГРР, РГГ, РРР, ГГР, ГРГ, РРГ, РГР (подчеркнуты комбинации, содержащие один герб). Таким образом, из 8 возможных исходов получим 3 благоприятствующих. Непосредственным подсчетом находим вероятность выпадения одного герба при трех бросаниях, равную Р3г = 3/8 =0,375.
Заметим, что число благоприятствующих исходов равно числу сочетаний из трех по одному:
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так как 3! = 3(2(1 = 6; 0! = 1.
Подсчитаем число благоприятствующих исходов, содержащих два герба: [image: image4.wmf]3
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Рис.1.2 Функция распределения ве-                   Рис. 1.3. Гистограмма биномиального 

роятностей выпадения герба при                          распределения вероятностей

трех бросаниях монеты

В нашем примере в качестве случайной выступает величина X = [0, 1, 2, 3] с соответствующими ей вероятностями Р(X = 0) = 0,125; Р(X = 1) = 0,375; Р(X = 2) = 0,375; Р(X = 3) = 0,125; [image: image8.wmf]å
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Построим функцию распределения случайной величины X (рис. 1.3):
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при х < 0
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при х>3
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В общем случае вероятность успеха в одном т произвольном испытании определяется по формуле Бернулли
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(1.6)

где р = 0,5 — постоянная  величина.

Например, вероятность появления трех благоприятствующих исходов при десяти бросаниях монеты составит
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Если подсчитать вероятности всех других исходов, то можно построить гистограмму биномиального распределения вероятностей (рис.1.3).

Основным элементом ряда вероятностей является разложение бинома Ньютона
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)

å

-

-

=

+

n

m

m

n

m

m

n

n

q

p

C

p

q

0






(1.7)

С этим связано название биномиального распределения. Так как р + q = 1, то основное свойство ряда вероятностей выражается равенством [image: image17.wmf]å
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Числовые характеристики дискретного распределения

Важнейшей числовой характеристикой распределения случайно величины является математическое ожидание (среднее значение), которое определяется следующим выражением
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(1.8)

т. е. математическое ожидание равно произведению возможных значений случайной величины X на соответствующие им вероятности.

Основные свойства математического ожидания:

М(С) = С;   М(Х + С) = М(Х) + С;

М(СХ) = СМ(Х);   M(aX+b) = aM(X) + b,

где а, b, с — постоянные величины.

Отклонение случайной величины от математического ожидания

[image: image19.wmf]х
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(1.9)

называют центрированной случайной величиной.

Она используется для определения другой числовой характеристики, называемой дисперсией и определяемой для дискретной случайной величины по формуле
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(1.10)

Основные свойства дисперсии:

D(C) = 0;   D(X + C) = D(X);

D (CX) = C2D (X);   D(aX + b) = a2D(X);

D(X) = M(X2)-[M(X)(2.

Дисперсия характеризует разброс или рассеивание отдельных значений случайной величины относительно математического ожидания. Чтобы выразить характеристику рассеивания в той же размерности, в которой выражено математическое ожидание, вводится среднее квадратическое отклонение (СКО)
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(1.11)

Распределение Пуассона
Распределению Пуассона подчиняются редкие события, происходящие с малой вероятностью в массовых независимых опытах. Например, появление грубых погрешностей в измерениях, сбои в работе электронных приборов.
Случайная величина X распределена по закону Пуассона, если ее возможные значения равны 0, 1, 2, . . ., т, . , ., а вероятность события X = т определяется по формуле
Рт = Р(Х = т) =[image: image22.wmf]a
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(1.12)
Числовые характеристики распределения Пуассона:
M(X) = D(X) = a.






(1.13)

ЛЕКЦИЯ 3 
ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН
Непрерывное распределение. Нормальный закон распределения
Большинство случайных величин относится к типу непрерывных. Для них множество возможных значений несчетно, непрерывно заполняет отрезок числовой оси. Функция распределения F(х) непрерывной случайной величины X при любом х непрерывна и почти везде имеет производную F'(х)
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(1.15)
Функция. F'(х) = f(х) называется функцией плотности распределения или дифференциальным законом распределения (рис.1.4) в отличие от интегрального закона распределения F (х) (рис.1.5).
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Рис1.4. Функция плотности вероят-              Рис.1.5. Функция непрерывного

ности непрерывного распределения                       распределения вероятностей
График функции f(x) есть кривая распределения. Величина

f(x)dx (P(x<X<x + dx)



(1.16)

называется элементом вероятности. Она показывает, что вероятность каждого отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю.

Основным условием закона распределения является равенство
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(1.17)

т. е. площадь под кривой на рис.1.6 равна 1.

Интегральная и дифференциальная формы закона распределения связаны соотношением
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(1.18)

Вероятность попадания случайной величины в интервал от ( до (  выражается формулой

[image: image27.wmf])
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(1.19)

Математическое ожидание или среднее значение непрерывной случайной величины X определяется следующим образом
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(1.20)

Из часто встречающихся распределений непрерывных случайных величин наиболее важным является нормальное распределение (распределение Гаусса). На нем основаны наи​более важные теоремы теории вероятностей, основные положения теории погрешностей измерений и метода наименьших квадратов.
Нормальное распределение является предельным для многих других распределений.
[image: image29.png]



              Рис.1.6 Соотношение между плотностью -        Рис.1.7. Кривая Гаусса и функция Лапласа
и функцией нормального распределения

Функция плотности нормального распределения имеет вид:
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(1.21)

где -( < х < (; тх — параметр расположения — математическое ожидание; (х — параметр масштаба — СКО.

ЛЕКЦИЯ 4 
КАЧЕСТВЕННЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ МАССОВЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЯВЛЕНИЙ  .
Распределения, связанные с нормальным распределением:

Логарифмически-нормальное распределение определяется формулой
[image: image31.wmf](
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(1.22)
Область изменения Y от 0 до (. Параметром масштаба логарифмически-нормального распределения является медиана те = ехр тх
В основе этого распределения лежит следующая предельная теорема: распределение произведения п независимых положительных случайных величин при условии их равномерной малости стремится в пределе к логарифмически-нормальному распределению. Логарифмически-нормальное распределение описывает размещение в недрах многих полезных компонентов.
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Распределение Пирсона - (2 распределение имеет  плотность вероятности.
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Рис.1.8. Логарифмически-нормальное распределение      Рис.1.9. Распределение Пирсона 
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Для целых п = 1, 2, . . .
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 имеет параметр v = п — число степеней свободы, число независимых квадратов величины [image: image41.wmf]~
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Числовые характеристики распределения:
M((2) = v;                        D((2) = 2v.
С возрастанием п (v) распределение (2 стремится к нормальному (рис.1.9).
Распределение (2 используется при статистической проверке гипотез и доверительном оценивании.
Распределение Стьюдента — tv-распределение удовлетворяет новая случайная величина
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Распределение Стьюдента симметричное как и нормальное, но более пологое. Начиная с v = 20, можно пользоваться функцией Лапласа и определять вероятность по формуле
Р(Т(t)(0,5+Ф(t).



(1.25)
Гамма-распределение. При постоянной интенсивности К в качестве случайной величины Т в данном распределении рассматривается время, необходимое для появления не одного, а ( событий Гамма-распределение имеет плотность вероятности 
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где Г (() = (( - 1)! для целых положительных (.

Осн: 1.(267-279(.

Доп: 7.(1-67(, 9.(1-25(
Контрольные вопросы: 

1) Что такое случайное событие?

2) Назовите виды событий.

3) Что такое вероятность события и как она вычисляется?

4) Какая величина называется случайной?

5) Какие вы знаете виды распределений?

ЛЕКЦИЯ 5 
ОЦЕНКА ПРИБЛИЖЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ.
Геодезическая информация в значительной мере содействует ра​циональному и безопасному ведению работ. Подавляющую часть этой информации геодезист получает с помощью измерений. Результаты геодезических измерений непосредственно не используются, а предварительно подвергаются математической обработке. Проведенная математическая обработка не должна ухудшать результаты измерений. Выбранный метод обработки должен ослаблять влияние погрешностей измерений.
Любое измерение, как бы тщательно оно ни выполнялось, со​провождается погрешностью, численно равной разности между результатом измерения и истинным значением измеряемой физической величины, т. е.
( = х – Х ,                                                                                    (2.1)
где ( — погрешность измерения; х — результат измерения; X — истинное значение измеряемой величины.
Иногда значение ( называют истинной погрешностью измере​ний.
Истинные значения измеряемых величин неизвестны, однако с помощью измерений мы можем с той или иной точностью прибли​зиться к ним. В практической деятельности перед инженером часто возникают следующие задачи:
1) установление точности измерений, необходимой и достаточ​ной для обеспечения практических решений;
2) назначение методов и средств для достижения установленной точности;
3) определение подходящих критериев (допусков), позволяющих быть уверенным, что измерения выполнены с достаточной точностью;
4) выбор методов и средств обработки измеренных значений для получения оптимальных результатов;

5) определение качества и точности проведенных измерений и полученных после обработки результатов.
При этом следует всегда иметь в виду, что получение чрезмер​ной (сверх необходимой) точности связано с дополнительными за​тратами труда и с применением более сложных и дорогостоящих средств измерений. С другой стороны, недостаточная точность измерений может привести к ошибочным решениям, на исправление которых потребуются значительные материальные затраты. В производстве такие решения, кроме того, могут быть причиной возникновения опасных ситуаций.
Следует иметь в виду, что основные положения теории погреш​ностей и уравнительных вычислений имеют общетеоретическое зна​чение, так как применяются в любых областях деятельности, где проводятся измерения и их обработка. 

ЛЕКЦИЯ 6 
КЛАССИФИКАЦИЯ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ
Классификация   измерений
Значения большинства величин, которые используются в геодезии, получаются либо в результате измерений, либо с помощью математической обработки проведенных измерений. Отсюда следует различать измеренные и вычисленные значения величин. Результаты измерений являются первичными (исходными) значениями, а результаты вычислений — функции этих значений. Очевидно, что при наличии ошибок в аргументах, полученные по ним функции будут также ошибочны.
Объектами измерений или вычислений могут быть однородные и разнородные величины. Например, в триангуляции измеряются однородные величины (угловые), а в полигонометрии — разнородные (угловые и линейные). 

Различают необходимые и избыточные измеренные величины. Необходимыми называют измеренные величины, достаточные для однозначного определения значений искомых величин. При реше​нии каждой конкретной задачи число необходимых измеряемых величин всегда однозначно определено. Перечень необходимых величин, как правило, неоднозначен. В приведенном выше примере для определения всех элементов треугольника достаточно измерить три любые его элемента, при наличии среди них хотя бы одного линейного. Измерения, выполненные сверх необходимых, будут избыточными. 
По точности измеренные однородные значения подразделяются на равноточные и неравноточные. Это подразделение основывается на анализе условий измерений, под которыми понимаются: объект измерений, внешняя среда, средства измерений, наблюдатель и ме​тод измерений. Если условия измерения однородных величин были одинаковыми, то значения этих величин получаются равноточными.. При невыполнении в процессе измерений равенства состояния хотя, бы одного из пяти перечисленных условий измерения однородных величин будут, строго говоря, не равноточными. Практически же к равноточным относят значения, полученные при различающихся в некоторых пределах условиях измерений.

Особым качеством измеренных значений является их взаимная независимость, под которой понимается отсутствие в результатах разных измерений одних и тех же погрешностей, одинаково иска​жающих эти результаты. Наиболее полная независимость дости​гается при различающихся условиях измерений. Поэтому для обеспечения строгой независимости измерения должны выполняться по возможности, разными наблюдателями и приборами, в различное время и с применением отличных друг от друга методов.
В процессе выполнения массовых инженерных работ такие факторы как наблюдатель, прибор, метод, часто остаются неизменными. Получаемые при этом результаты будут зависимыми. Однако ана​лиз влияния этих факторов показывает, что в пределах обеспечения необходимой для инженерных работ точности возникающими в этом случае зависимостями можно пренебречь.
Вычисленные значения будут независимыми, если для их по​лучения используются независимые исходные величины. Исполь​зование же хотя бы одного общего значения, имеющего погрешность при получении разных вычисленных величин, приводит к их взаи​мозависимости. При этом степень зависимости будет определяться как размером погрешности общего значения, так и функциональ​ными связями его с вычисляемыми величинами.
Следует отметить, что иногда измерения подразделяют на пря​мые и косвенные. Прямые измерения получаются непосредственно из опытных данных, косвенные вычисляются на основе известных зависимостей из результатов прямых измерений. 

Виды погрешностей   измерений
Различают три вида погрешностей измерений: грубые промахи, систематические и случайные погрешности.
К грубым промахам относятся погрешности, по своему значе​нию существенно превосходящие погрешности, ожидаемые при данных условиях измерений. Например, при измерении углов тео​долитом Т30 погрешность, превышающую 1(, следует отнести к грубым промахам. Причины появления грубых промахов — низ​кая квалификация или небрежность наблюдателя, неисправность средств измерений, неверная их установка, внешние воздействия.
Выявляются грубые промахи с помощью контрольных измере​ний. Грубые промахи должны быть выявлены и исклю​чены из результатов, предназначенных для практического использования.
К систематическим погрешностям относятся составляющие общей погрешности измерений, которые постоянны или законо​мерно изменяются при повторных измерениях одной и той же ве​личины. Тщательный анализ причин, вызывающих систематические погрешности каждого вида измере​ний, позволяет полностью или частично исключить их из резуль​татов измерений. На практике применяют следующие четыре спо​соба исключения систематических погрешностей.
1. Показания рабочего измерительного прибора сравнивают с показаниями образцового. На основании этого сравнения опреде​ляют поправки рабочего прибора, которые в дальнейшем вводят в результаты измерений. Процесс определения поправки называется компарированием измерительного прибора. 

2. Устанавливают вид (формулу) зависимости систематической погрешности от одного или нескольких параметров; определяют значения этих параметров на момент измерения и в результаты измерений вводят вычисленные по формуле поправки. 

3. Применяют специальную методику измерений, которая ис​ключает некоторые систематические погрешности. 

4. Систематические погрешности полностью исключают или их влияние существенно ослабляют с помощью специальных конструк​ций, юстировок и поверок измерительных приборов. 

Необходимо помнить, что в большинстве случаев полностью исключить систематические погрешности нельзя, однако остаточные погрешности часто или пренебрегаемо малы, или имеют случайный характер.
В ответственных случаях влияние систематических погрешностей учитывается при уравнительных вычислениях.
Случайная погрешность является той частью общей погрешности, которая меняется при повторных измерениях одной и той же величины. Именно фактор случайности не позволяет предсказать результаты отдельных измерений. Причина изменения погрешно​стей состоит в перемене внешних условий, колебаниях осей измерительных приборов, неточностях их изготовления. В итоге случайная погрешность складывается из множества не предсказуемых ни по знаку, ни по величине элементарных погрешностей, суммарное воздействие которых меняется от измерения к измерению. 
Совершенствуя принципы, технику и методы измерений, можно существенно уменьшать численные значения случайных погреш​ностей, однако полностью устранить их невозможно. По этой при​чине случайные погрешности иногда называют неизбежными.
Применяются две формы представления погрешностей: в виде абсолютного и относительного значений. Погрешность измерения, выраженная в единицах измеряемой величины, т. е. имеющая оди​наковую с измеряемой величиной размерность, называется абсолютной погрешностью. Однако такая форма не всегда бывает целесообразной. Точность измерения ряда величин иногда оценивают в виде отношения абсолютной погрешности измерения к значению измеряемой величины. Полу​ченное отношение называется относительной погрешностью измерения. Чаще всего относительная погрешность выражается в виде правильной дроби, в числителе которой стоит единица, т. е. в виде дроби 1 : М, где М — знаменатель дроби, вычисляе​мый из выражения
М=х/(,                                                                   
(2.2)
где х — значение измеряемой величины; ( — абсолютная погреш​ность измерения. 

Численные значения погрешностей измерений должны характе​ризоваться только двумя значащими цифрами, отличными от нуля. 

Свойства случайных погрешностей
Распределение случайных погрешностей измерений подчиняется так называемому нормальному закону, детально обоснованному К. Ф. Гауссом. Поэтому в настоящее время его часто называют за​коном Гаусса.

Функция плотности нормального распределения случайных по​грешностей    измерений    имеет вид
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где ( — текущее значение случайной погрешности измерений; ( — среднее квадратическое отклонение (стандарт) совокупности этих погрешностей. Частные значения (i - выража​ются формулой (2.1).

Из анализа функции (2.3) следует:

1) функция достигает максимума при ( = 0;

2) функция четная, т.е. f(() = f(-(); отсюда, принимая во внимание п.1, можно заключить, что кривая, построенная для функции, симметрична относительно значения ( = 0;

3) математическое ожидание случайных погрешностей измерений выражается так:
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(2.4)

            4)
дисперсию случайных погрешностей измерений можно записать в виде
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Отсюда среднее квадратическое отклонение получается как


[image: image47.wmf])

(

e

s

D

=


Приведем вид кривой плотности нормального распределения (рис.2.1), построенной для функции (2.3). При этом точкам (i = ± ( соответствуют на кривой точки ее перегиба.
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Рис.2.1 Функция плотности нормального распределения

Для непрерывных случайных величин, к разряду которых относятся случайные погрешности измерений, вероятность появления любого конкретного значения равна нулю. Имеет смысл говорить о вероятности попадания этого значения в некоторый достаточно малый интервал ((. На графике эта вероятность представлена размерами заштрихованных площадей. Математически такая элементарная вероятность выражается формулой
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В этой формуле знаком ( обозначена принадлежность значения (i области ((.

Вероятность попадания случайной величины в значительный интервал ab представляется площадью aa'b'b, размер которой вы​числяется с помощью интеграла
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(2.5)

Вероятность попадания случайной величины в интервал от -( до +( равна единице, т. е.
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Следует иметь в виду, что закон нормального распределения Гаусс вывел, исходя из следующего постулата: максимум плотности вероятности находится около среднего арифметического из ряда измерений. Отсюда нормальному распределению, строго говоря, соответствует распределение случайных величин vi получаемых из выражения
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где 
[image: image53.wmf]X

 — среднее арифметическое значение измеренной величины.

Анализируя функцию нормального распределения и имея в виду форму кривой плотности этого распределения, можно сформулировать четыре основных свойства случайных погрешностей измерений.

ЛЕКЦИЯ 7 
ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПО ИСТИННЫМ ОШИБКАМ
Свойство 1. С уменьшением абсолютных значений погрешностей возрастает частота их появления. Это видно из сопоставления двух заштрихованных элементарных площадей, каждая из которых характеризует вероятность появления соответствующих значений е.

Свойство 2. Абсолютные значения е, возрастая, достигают некоторого предела, за которым вероятность их появления становится практически равной нулю. Это свойство позволяет устанавливать для каждого конкретного вида измерений предельные погрешности, т.е. измерения возможно считать грубыми, если значения погрешностей превосходят некоторые допуски.

Свойство 3. Появление одинаковых по абсолютному значению, но противоположных по знаку величин е равновероятно. Это свойство вытекает из четности функции распределения (2.3).

Свойство 4. Среднее арифметическое значение совокупности случайных погрешностей стремится к нулю при неограниченном возрастании их числа, т. е.
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(2.7)

Это свойство вытекает из свойства математического ожидания случайных погрешностей измерений (2.4) и может быть использовано для нахождения систематических погрешностей. Если не соблюдается условие (2.7), то влияние систематических погрешностей не исключается и происходит смещение среднего значения относительно истинного.

Меры точности результатов измерений
Как следует из кривой плотности распределения (рис. 2.1), слу​чайные погрешности измерений могут принимать в широком диа​пазоне как положительные, так и отрицательные значения. Это создает затруднения для общей характеристики точности всей со​вокупности проведенных измерений, особенно при сопоставлении различных совокупностей. 

В качестве меры, характеризующей точность прибора, метода или совокупности измерений, Гаусс предложил принять сред​нюю квадратическую погрешность, вычисляемую по формуле
[image: image55.png]



В теории погрешностей часто применяют другое обозначение суммы ряда чисел:
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Тогда формула вычисления средней квадратической погрешности примет вид
[image: image57.png][ee}
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(2.8)
где n — число измерений.

Формула (2.8) применяется в тех случаях, когда известно истин​ное значение измеряемой величины. Часто в качестве истинного значения принимается результат измерений более точным прибором или методом. Обычно достаточно, чтобы средняя квадратическая погрешность более точного измерения была в три и более раз меньше предполагаемой погрешности исследуемого прибора или метода.
Так как ряд измерений, из которого определяется средняя квадратическая погрешность, обычно конечен, то значение этой погреш​ности, вычисленное по формуле (2.8), получается с некоторой по​грешностью, которая может быть оценена по формуле
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(2.9)

В качестве меры точности кроме средней квадратической по​грешности иногда применяют среднюю погрешность, вычисляемую по формуле
[image: image59.png](1.10)
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(2.10)

При малом n оценка с помощью ( приближенна. Однако при n(( между величинами ( и m существует устойчивая зависи​мость вида
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(2.11)

И наконец, в ряде случаев в качестве меры точности используют вероятную погрешность r, численное значение которой выбирают таким образом, чтобы вероятность появления случайных по​грешностей, меньших (или больших) этого значения, равнялась 0,5. Иными словами, вероятная погрешность делит пополам ряд случайных погрешностей, расположенных в порядке возрастания их абсолютных значений, отсюда ее иногда называют срединной погрешностью.
При  n(( вероятная погрешность r связана со средней квадратической погрешностью зависимостью
[image: image61.png]=0,674m ~ %m.








(2.12)

Ошибки округления
В качестве случайных величин, имеющих распределение, отличное от нормального, рассмотрим случайные ошибки округления, иг​рающие существенную роль при обработке результатов измерений. В соответствии с известными правилами округления и прини​мая во внимание природу полученных в результате округления приближенных чисел, можно сформулировать следующие свойства случайных ошибок округления:
1) максимальная ошибка равна половине единицы последнего сохраненного разряда;
2) положительные и отрицательные ошибки встречаются одинаково часто, т. е. распределение случайных ошибок округления симметрично относительно центра распределения;
3) в пределах от нуля до половины единицы последнего сохра​ненного разряда равновероятно появление любых численных значений.
Отсюда средняя квадратическая ошибка округления равна
[image: image62.png](1.16)





(2.13)

Осн: 1. (7-23(.

Доп: 7. (77-79(.

Контрольные вопросы:

1. Что называется измерением и результатом измерения?
2. Что  понимается  под погрешностью измерения?
3. В чем заключается общетеоретическое значение теории погрешностей измерений и уравнительных вычислений?
4. Что  понимают  под терминами: измеренные и вычисленные значения; однородные и неоднородные измеряемые величины; необходимые и избыточные измерения; равноточные и неравноточные измерения; зависимые и независимые значения?
5. Какую роль играют избыточные измерения?
6. Перечислите виды погрешностей измерений и попытайтесь дать, краткое определение каждого вида.
7. Назовите основные причины появления грубых промахов и способы их обнаружения.
8. Дайте краткий обзор способов исключения систематических погреш​ностей.
9. Что понимают под случайными погрешностями измерений? В чем причина «неизбежности» их появления? 

10. Какому закону распределения подчиняются случайные погрешно​сти измерений?
11. Перечислите существующие меры точности результатов измерений.
12. Что понимается под средней квадратической погрешностью измерений?
13. Как вычисляется вероятная ошибка?

14. Как вычисляется ошибка округления?
ЛЕКЦИЯ 8 
КРИТЕРИИ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 
Знание функции плотности распределения вероятностей случайных погрешностей измерений позволяет решать не только теоретические, но и целый ряд практических задач. Так, зная среднюю квадратическую погрешность измерения совокупности однородных величин, можно вычислить вероятность появления случайных погрешностей менее некоторого наперед заданного значения или превышающих его. Можно найти численное значение предела, который случайная погрешность не может превзойти (или превзойдет) с заданной вероятностью. На основе решения этих задач с помощью интеграла вероятностей устанавливаются допуски, применяемые для контроля измерений, и формулируются принципы обеспечения необходимой точности.
Формула (2.5) позволяет по заданной функции f (() распределения случайных величин получить вероятность попадания их в интервал, ограниченный пределами а и b. Поскольку функция нормального распределения известна и выражается формулой (2.3), вероятность попадания случайной погрешности измерения в некоторый интервал [—а, + а], симметричный относительно оси ординат, будет равна
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(3.1)

Для получения численного значения этой вероятности необходимо каждый раз знать среднее квадратическое отклонение , что довольно затруднительно при практическом использовании формулы (3.1), особенно если учесть, что этот интеграл не является табличным (т. е. не выражается через элементарные функции). Чтобы облегчить процесс вычислений, вводят новую переменную t = (/(, откуда d( = (dt. Такая операция называется нормированием, а величина t — нормированной переменной. При этом нормированный предел k = а/( называют коэффициентом кратности; он показывает, сколько средних квадратических отклонений ( содержится в исследуемом интервале а. Подставив полученные нормированные значения в формулу (3.1), найдем новую функцию вероятности
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После сокращения переменных на величину а окончательно получим так называемый интеграл вероятностей вида
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(3.2)
[image: image66.png]



Рис.3.1 Вероятность нахождения случайной погрешности в интервале [— а; + а]
Как видим, новая функция не зависит от среднего квадратического отклонения (, что существенно облегчает ее практическое использование. С ее помощью можно получить вероятность попа​дания случайной погрешности измерения в пределы от —k до +k. Однако интеграл (2.5) также не выражается через элементарные функции. Поэтому, подынтегральную функцию обычно разлагают в степенной ряд и, интегрируя его по частям, получают значение Ф(k). Иногда для сокращения вычислений степенной ряд заменяют аппроксимирующей функцией, позволяющей с необходимой точностью получать значения Ф(k).
Графически вероятность попадания случайной величины ( в интервал [—а; + а] (рис.3.1) изобразится площадью S. Полная пло​щадь, заключенная между кривой плотности вероятностей и осью абсцисс, равняется единице и означает достоверность появления случайной величины данной совокупности. Незаштрихованная площадь между кривой и абсциссой равна вероятности того, что случайная величина выйдет за пределы [—а; + а].
Прямая и обратная  задачи теории погрешностей
При практическом использовании теории погрешностей часто при​ходится решать две принципиально разные задачи, которые условно назовем прямой и обратной задачами.
В прямой задаче по известным погрешностям отдельных измерений находятся погрешности окончательных результатов, являющихся функциями этих измерений. В общем виде постановка за​дачи выглядит следующим образом. Имеется ряд независимых ве​личин l1, l2, … , ln,  каждая из которых измерена со средними погрешностями m1, m2, … , mn. С помощью вычислений получено t значений функций 
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Средние квадратические погрешности этих функций можно пред​ставить в общем виде:
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(3.3)
С прямой задачей связано установление допустимых значений. В этом случае для контроля правильности проведенных измерений вычисляют такие величины yi, для которых известны либо истинные значения, либо значения, полученные ранее с вы​сокой точностью. В качестве примера заранее известных истинных значений можно привести условия суммы углов и приращений координат, возникающие в замкнутом теодолитном ходе:
[image: image69.png]8 n n
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(3.4.)
где (i — внутренние углы хода; n — число его сторон.

Вследствие погрешностей измерения углов и сторон теодолит​ного хода условия (3.4) не будут соблюдаться. Образуются не​вязки ((, (x и (y. Естественно, что значения невязок при равных условиях будут зависеть от размеров случайных погрешностей измерений. Однако невязки могут содержать и грубые промахи, которые необходимо в процессе контроля выявить. Осуществляется это с помощью сопоставления фактических невязок с допустимыми. Предположим, что такие допуски установлены. Считается, что из​мерения, по которым получены невязки, не содержат грубых оши​бок, если они оказались меньше допустимых. В противном случае после соответствующего анализа некоторые измерения повторяются.
С помощью обратной задачи можно установить средние погрешности отдельных измерений для обеспечения заданной точности не​которой функции измеренных величин.

Обоснование принципа наименьших  квадратов
При наличии избыточных измерений с погрешностями в общем слу​чае получение искомых  результатов — задача  неоднозначная  и, следовательно, в некотором смысле неопределенная. Применяя любой путь решения, можно получать однозначные значения. Таких решений может быть множество, среди них будут удачные и неудачные. Возникает задача нахождения такого решения из множества возможных, в результате которого получались бы наиболее точные (надежные) значения искомых ве​личин. Под надежными подразумеваются числа [image: image70.wmf]i

Х

, наилучшим образом приближающиеся к неизвестным истинным значениям Хi.
В общей постановке задача оптимального оценивания связана с функ​цией правдоподобия, имеющей вид
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(3.5)

где f (xi) — функции плотности распределения случайных вели​чин xi.
По смыслу функция правдоподобия (3.5) является функцией плотности распределения всей совокупности случайных величин х1, х2, . . . , хn, связанных искомыми параметрами Тj.
Таким образом,  фундаментальным положением теории обработки результатов измерений является принцип наименьших квадратов:

                                              [р((] = min                                                                                 (3.6) 

Применение принципа наименьших квадратов приводит к нахождению наиболее надежных значений искомых параметров Тj. Сам процесс нахождения надежных значений называется уравниванием по методу наименьших квадратов.
Величины (i называют поправками из уравнивания или вероятнейшими поправками. Г. Гаусс их называл «целесообразнейшими» (plausiebelsten). Они подчиняются нормальному закону распреде​ления.
Отметим, что уравнивание нормально распределенных величин по методу наименьших квадратов приводит по вероятности к наи​лучшим результатам. Это означает, что по сравнению с другими методами уравнивания, результаты обработки по методу наимень​ших квадратов в совокупности будут располагаться ближе к ис​тинным неизвестным значениям. Уравнивание по методу наимень​ших квадратов иногда для краткости называют строгим уравниванием.

Строгое уравнивание многократных измерений  одной   величины
Задача строгого уравнивания заключается в следующем. Имеется ряд x1, x2, … , xn неравноточных измерений одной и той же ве​личины X. Средние квадратические погрешности измерений соответственно равны m1, m2, …., mn. Необходимо найти наиболее надежное значение 
[image: image72.wmf]X

 измеряемой величины, применив для этого-принцип наименьших квадратов, выраженный условием (3.6).

Составим ряды:

поправка                    вес
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Для получения суммы [р((] каждое равенство возведем в квад​рат и умножим на соответствующий вес:
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Суммируем левые и правые части этих выражений и, перейдя к сим​волам Гаусса, получаем уравнение
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(3.7)

в котором неизвестны величины [р((] и 
[image: image83.wmf]X

. Однако в соответствии с условием (3.6) необходимо приравнять частную производную от уравнения (3.7) по неизвестному 
[image: image84.wmf]X

 к нулю, т. е.
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Отсюда легко получить значение искомой величины
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(3.8)
Величину 
[image: image87.wmf]X

, полученную по формуле (3.8), называют средним, весовым, средним взвешенным, общей арифметической серединой. Вычисление по формуле (3.8) является простейшим случаем строгого уравнивания результатов неравноточных измерений од​ной величины.
Значение 
[image: image88.wmf]X

 не изменится, если все веса измеренных значений умножить на постоянное число k любой размерности. Тогда
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После соответствующих сокращений получаем формулу (3.8). Отсюда следует важный вывод о том, что при обработке неравноточных измерений необходимо учитывать соотношение весов, а не их абсолютные значения. Этот вывод распространяется и на более общий случай обработки неравноточных разнородных измерений. Это позволяет приводить веса к удобному для вычислений виду. При этом целесообразно значения всех весов умножить на квадрат погрешности одного из них, например, первого. Тогда будем иметь
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Как видим, одна из измеренных величин имеет вес, равный еди​нице. В этом случае погрешность m1 называется средней квадратической погрешностью единицы веса и ее обозначают (. Отсюда в общем случае справедливо, равенство
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(3.9)

В самом общем случае в качестве ( можно принимать любое значение, не обязательно равное средней погрешности одного из имеющихся измерений. Тогда ( будет средней погрешностью фиктивного измерения, которое имело бы вес, равный единице. Это часто используется для рационализации вычислений.

Мы рассмотрели строгое уравнивание ряда измерений одной величины, когда веса в общем случае не равны, т. е. р1(р2(…(рn. При равноточных измерениях одной величины m1=m2=….=mn=m, откуда р1=р2=…=рn=p. При​няв (=m, по формуле (3.8) получим р = 1. Тогда условие наи​меньших квадратов (3.6) для равноточных измерений будет иметь вид
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Для вычисления уравненного значения 
[image: image95.wmf]X

 из ряда равноточных, измерений после подстановки pi= 1 в формулу (3.8) получим, выражение
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(3.11)

Таким образом, среднее арифметическое значение
[image: image97.wmf]X

 при равно​точных измерениях является наиболее надежным значением. Иногда его называют простой арифметической серединой.

Осн: 1. (24-31, 37-43(
Контрольные вопросы: 

1. Что выражает интеграл вероятностей?
2. Для  чего  используется операция  нормализации?
3. Определите вероятность появления случайной погрешности измере​ния угла в пределах от — 15 до + 15", если средняя квадратическая по​грешность т = 10". Как это решение изобразится на графике функции нормального распределения?
4. Для условий предыдущего упражнения определите вероятность по​явления случайной погрешности за пределами интервала ( 20". Приведите графическую интерпретацию этого условия.
5. Приведите общие характеристики прямой и обратной задач теории погрешностей измерений.
6. Какая формула используется при решении прямой и обратной, задач?
7. Что понимается под допустимыми значениями? Как они устанавли​ваются? Их связь с интегралом вероятностей.
8. Что понимается под предельными погрешностями? Как они устанав​ливаются? Их связь с интегралом вероятностей.
9. Что означает вес измеренного значения?  Как он определяется?
10. Найдите веса измерений, если их средние квадратические погреш​ности равны: 2; 1; 3; 2,5 мм.
11. Погрешность угла, измеренного в треугольнике и имеющего вес равный двум, составляет 3". Чему будет равна погрешность двух остальных: углов треугольника, если их веса равны соответственно трем и единице?

ЛЕКЦИЯ 9 
АБСОЛЮТНЫЕ И ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ОШИБКИ
Ранее рассматривались погрешности измерения отдельных вели​чин. Чаще используются функции измерений, например, по результатам измерения длины и ширины участка определяют его площадь или по результатам измерения углов и сторон теодолитного хода вычисляют коорди​наты его точек. В этих случаях важно знать погрешности вычис​ленных величин, зависящие от погрешностей измеренных значений. 

В общем случае находится средняя квадратическая погрешность Му некоторой функции измеренных величин вида
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(4.1)

где li - результаты непосредственных измерений n разных вели​чин.
При этом считаются известными средние квадратические по​грешности отдельных измерений, которые обозначим соответственно через m1, m2, … , mn.
Истинное значение оцениваемой функции (4.1) получится при замене измеренных значений li истинными значениями Li
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(4.2)
Тогда случайная погрешность оцениваемой функции (4.1) будет равна
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(4.3)
В соответствии с формулой (1.8) найдем среднюю квадратическую погрешность оцениваемой функции (4.1), выраженную через средние погрешности аргументов:
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(4.4)

где 
[image: image102.wmf]i
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- частная производная функции по измерениям,
 i=1,2,….п.
Формула (4.4) — одна из фундаментальных формул теории ма​тематической обработки измерений, позволяющая решать различ​ные задачи по оценке точности любых функций по известным средним квадратическим погрешностям их независимых аргументов. Иногда ее называют формулой переноса погрешностей.
Если аргументы зависимы (коррелированы), то для средних значений произведений разноименных погрешностей этих аргумен​тов при k(( справедливо равенство
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где rij — коэффициент  корреляции между случайными погрешно​стями (i и (j.
С учетом приведенного равенства формула средней квадратической погрешности функции коррелированных аргументов примет вид
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(4.5)

Отметим, что для практического использования этой формулы не​обходимо знать коэффициенты корреляции, определяемые из спе​циальных исследований.

ЛЕКЦИЯ 10-11 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ИЗМЕРЕНИЙ ОДНОЙ ВЕЛИЧИНЫ.
Применение формулы  переноса  погрешностей
Случай 1. Оцениваемая функция имеет вид
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где l — величина, измеренная со средней погрешностью ml; а — постоянная (безошибочная) величина.

Частная производная от оцениваемой функции по измеренной величине равна
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Применяя формулу (4.4), получаем
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Случай 2. Оцениваемая функция имеет вид
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при условиях случая 1.
Частная производная составит
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Отсюда по формуле (4.4) находим
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Случай 3. Оцениваемая функция линейна, т. е.
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где аi — постоянные коэффициенты; li — измеренные со средними погрешностями mi величины.
Частные производные от функции у по аргументам li выражаются так:
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Подставляя fi и mi в формулу (4.4), получаем
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Если  а1 = а2 = . . . = аn = ( 1,   то  погрешность  линейной функции будет иметь вид
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Отсюда следует вывод: если оцениваемая функция представлена суммой или разностью нескольких независимых аргументов, то ее средняя погрешность будет всегда равна квадратному корню из суммы квадратов погрешностей аргументов. Если при этом m1, =m2 =, … ,= mn=m, то
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т. е. накопление погрешностей происходит не линейно, а пропор​ционально квадратному корню из числа аргументов.
Случай 4. Оцениваемая функция является логарифмом, т. е.
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Частная производная равна
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где   е = 2,718 ... — основание   натуральных   логарифмов.   По​скольку lg e= 0,4343 . . . , то
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Отсюда  можно  получить относительную   погрешность  некоторой величины, равную
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Это соотношение используется  при обработке геодезических построений методами логарифмирования.

Вес функции  измеренных  величин
В формуле средней квадратитеской погрешности функции измерен​ных величин (4.4) заменим погрешности отдельных аргументов выражениями вида
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(4.6)

где рi — веса аргументов; ( — погрешность единицы веса. После этого формула  запишется так:
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Отсюда, получаем значение обратного веса функции измеренных величин
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(4.7)

Для линейной функции y = а1l1 + а2l2 + . . . + аnln обратный вес равен
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û

ù

ê

ë

é

=

+

+

+

=

r

r

r

r

r

aa

a

a

a

n

n

y

1

2

2

2

2

1

2

1

...

1


Если при этом а1 = а2 = . . . = аn = ( 1, то обратный вес функ​ции будет равен сумме обратных весов отдельных аргументов, т. е
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ЛЕКЦИЯ 12 
ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ВЕСАХ, ОШИБКА ЕДИНИЦЫ ВЕСА..

Средние  квадратические  погрешности  и  вес арифметических середин
Найдем среднюю квадратическую погрешность общей арифметиче​ской середины, которая, как известно, вычисляется по формуле
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Будем использовать формулу (4.4). Частные производные, необ​ходимые для вычисления средней квадратической погрешности, в этом случае будут равны
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 EMBED Equation.3 [image: image129.wmf]
Подставляя их в формулу (4.4), получаем
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Так как mi2=(2(l/рi), то после преобразования будем иметь
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(4.8)
Окончательно  средняя   квадратическая  погрешность  среднего весового составит
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Тогда вес общей арифметической сере​дины будет равен 
[image: image133.wmf]X
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 = [р ], т. е. сумме значений весов отдельных измерений.
Для получения средней квадратической погрешности и веса простой арифметической середины достаточно приравнять веса р1=p2=….=pn=1. Тогда вес простой арифметической середины можно найти из формулы
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Средняя квадратическая погрешность простой арифметической середины
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Но при р = 1 всегда ( = m. Окончательно будем иметь
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(4.9)

где m — средняя квадратическая погрешность одного измерения.
Определение средней квадратической погрешности единицы веса по отклонениям от среднего весового
Ранее было введено понятие веса измерений и средней погрешности единицы веса, а также установлена связь между ве​сом рi, средней погрешностью единицы веса ( и средней квадратической погрешностью mi. Было указано, что в целях рационализации вычислений значение погрешности единицы веса может назначаться произвольно. Такое принятое до начала обработки измерений значение называется ап​риорной погрешностью единицы веса и обозначается (о.
По итогам обработки неравноточных измерений обычно воз​можно вычислить погрешность единицы веса, характеризующую точность фактически выполненных измерений, т. е. получить так называемую апостериорную погрешность единицы веса, обозначае​мую (. 
Вычисление средней квадратической погрешности одного измерения   по разностям двух значений
Поскольку все измерения дублируются, при маркшейдерских ра​ботах накапливается большой объем информации, который может быть использован для характеристики точности фактических измерений.
Допустим, имеется ряд двойных равноточных измеренных значений в общем случае различных однородных величин
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Составим их разности:
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(4.10)
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Истинные значения разностей равны нулю, так как результаты безошибочных измерений одной и той же величины равны между собой. Поэтому отличные от нуля разности di — истинные погрешности функций (4.10), т.е. разностей. Отсюда получим среднюю квадратическую погрешность этих разностей
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Вместе с тем по формуле переноса погрешностей (4.4) средняя квадратическая погрешность суммы или разности двух величин, /выраженная через средние погрешности этих величин, имеет вид
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Поскольку m1 = m2 = mn, то
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Учитывая равенство правых частей формул (4.11) и (4.12), после очевидных преобразований окончательно получаем среднюю квадратическую погрешность одного измерения, выраженную через разности двух значений
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Поскольку di — истинные значения, то для них при большом числе разностей n > 20 справедливо равенство (d(/n == 0. Если эти значения будут отличаться от нуля, то можно сделать вывод о наличии в измерениях, систематической погрешности. Поэтому для получения случайной составляющей средней квадратической погрешности вычисляют исправленные значения по формуле:

di(= d - (d(/n.
Замечаем, что величины di( — отклонения случайных значений разностей di от среднего арифметического. Тогда случайная составляющая средней квадратической погрешности получается по формуле Бесселя:
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В этом случае при безошибочных вычислениях всегда   (d( ] = 0.
Осн: 1. (37-44, 47-53, 61-65, 70-73(
Контрольные вопросы:

1. Напишите формулу переноса погрешностей.

2. Сформулируйте назначение формулы переноса погрешностей и назовите основное требование, предъявляемое к аргументам, ошибки которых входят в эту формулу.

3. Продемонстрируйте на примере основные этапы использования формулы переноса погрешностей.

4. Чему равен вес функции от измеренных величин, если известны веса измерений?

5. Чему равны веса:

       простой арифметической середины,

       общей арифметической середины?

6. Как получить средние квадратические ошибки простой и общей арифметических середин  с учетом их весов?

7. Как вычисляется СКП разности?

8. Как вычисляется СКП одного измерения?

.
ЛЕКЦИЯ 13 
ОСНОВЫ МЕТОДА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
Случайная величина X в процессе наблюдений или измерений приобретает ряд значений, которые образуют статистическую совокупность. В математической статистике на основе теории вероятностей разработаны различные способы изучения и анализа статистических совокупностей, оценки их числовых характеристик, построения моделей изучаемых случайных явлений.

Статистическая совокупность может быть представлена дискретной или непрерывной реализацией случайной величины. Элементы реализации иногда называют вариантами, а сам ряд изменяющихся случайным образом вариант — вариационным рядом. Число вариант (элементов) составляет объем или численность совокупности.

Совокупность, включающая все возможные значения случайной величины, называется генеральной совокупностью (или ансамблем реализаций для временных рядов). Для генеральной совокупности можно использовать утверждения, аксиомы и теоремы теории вероятностей.

Часть генеральной совокупности, полученная при измерениях и попавшая в статистическую обработку в целях изучения свойств случайной величины, называется выборкой или выборочной совокупностью. Объем п выборочной совокупности всегда меньше объема N генеральной совокупности. Поэтому, если по генеральной совокупности свойства случайной величины можно изучить всесторонне, то по выборочной совокупности эти свойства оцениваются только приближенно. Определяемые по выборочным совокупностям оценки будут тем надежнее, чем ближе объем выборки п к объему генеральной совокупности N. Достоверность оценок зависит также от однородности совокупности и независимости элементов выборки. Если менять выборки, то оценки будут изменяться случайным образом.

Получение выборочной совокупности может быть организовано при наблюдениях и измерениях по различным схемам, из которых в качестве примера укажем две; повторная и бесповторная выборки.

Повторной является выборка, в которой измеренный элемент может участвовать в последующих наблюдениях наравне с другими. Например, извлекаемая наугад из готовой партии деталь после контроля качества возвращается в ту же партию и может быть повторно извлечена.

Бесповторная выборка построена на удалении из совокупности измеренных элементов. Их участие в последующих наблюдениях не предусмотрено. По принципу бесповторной выборки построена разведка месторождений полезных ископаемых.

Повторная выборка не нарушает свойств генеральной совокупности. Любая выборка должна быть представительной (репрезентативной), т. е. заключать элементы, выбранные наугад.

Геодезические измерения содержат случайные погрешности и поэтому должны быть отнесены к статистическим совокупностям.
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Рис.5.1. Графики статистического распределения:

а) полигон, б) гистограмма, в) олива, г) кумулятивная кривая.

Статистические распределения

Измерения как частный случай выборки образуют статистическое распределение измеряемой величины. Элементы выборки, несмотря на то, что среди них могут быть повторяющиеся, имеют самостоятельное значение, т.е. свой вес, и не могут быть объединены.

Выборочная или статистическая совокупность при достаточном объеме n может иметь ту же функцию распределения, что и функция распределения генеральной совокупности. Одной из задач математической статистики является определение степени соответствия теоретической и эмпирической моделей функции распределения. Соответствующая вычислительная процедура построена на статистической проверке гипотез о соответствии теоретической и эмпирической моделей.

В основу этой процедуры положено сравнение теоретических и статистических вероятностей на отдельных интервалах изменения измеряемой случайной величины.

Число элементов (вариантов), приходящееся на интервал, называется частотой. Частота, отнесенная к объему выборки, называется статистической вероятностью (или относительной частотой). Частота, определяемая как сумма частот по интервалам от первого до данного, называется накопленной (или кумулятивной). Накопленная частота последнего интервала равна объему совокупности.

Графически статистические распределения могут быть представлены полигоном — дискретное, гистограммой — интервальное, огивой — ранжированное, члены которого расположены в возрастающем или убывающем порядке, кумулятивной кривой — дискретное и интервальное.

Корреляционная зависимость между случайными величинами

В математической статистике взаимосвязь явлений и их признаков изучают методом корреляции.

 Связи между явлениями или их признаками, проявляющиеся в изменении статистических характеристик, распределения одного признака с изменением значений другого, называют статистическими.

Результативный признак в этих связях не полностью определяется влиянием признака факториального. Это влияние проявляется лишь в среднем, при этом отдельные результаты могут противоречить установленной связи.

Совсем иное наблюдается в функциональных связях, где факториальный признак полностью определяет величину результативного признака.

Для случайной системы особую роль играет математическое ожидание произведения центрированных величин, называемое корреляционным моментом. Корреляционный момент характеризует не только рассеивание величин, но и связь между ними.

Для характеристики связи между величинами пользуются безразмерной характеристикой, называемой корреляционным отношением.

При линейной зависимости корреляционное отношение называют коэффициентом корреляции и обозначают через rx/y. Коэффициент корреляции может иметь значение в пределах 

-1 < rх/у < +1.

В случае коэффициента корреляции меньше нуля, корреляция будет отрицательной, а в случае коэффициента корреляции больше нуля, корреляция будет положительной.

Величина коэффициента корреляции определяет устойчивость связи между случайными величинами; чем ближе значение коэффициента корреляции к единице, тем теснее статистическая связь. Близкое к нулю значение коэффициента корреляции свидетельствует об отсутствии прямолинейной статистической связи.

Положительная корреляция между случайными величинами характеризует такую вероятностную зависимость между ними, когда при возрастании одной из них другая будет в среднем возрастать.

Отрицательная корреляция характеризует такую зависимость, когда при возрастании одной случайной величины другая в среднем будет убывать.

Коэффициент корреляции характеризует степень линейной зависимости между случайными величинами.

Статистическую связь выражают при помощи математической функции. Уравнение такой функции  является уравнением связи между результативным и факториальным признаками. Зная уравнение связи, можно вычислить заранее среднее значение результативного признака при условии, если значение факториального признака известно.

Уравнение связи, или как его называют уравнение регрессии, является методом обобщения и изучения наблюдаемых статистических связей.

Уравнения связи бывают линейные и криволинейные (параболические, гиперболические, степенные).Уравнение связи находят с помощью способа наименьших квадратов.
Статистическое исследование ряда случайных погрешностей измерений
Новые приборы и методы измерений всесторонне исследуются. Часть этих исследований выполняется с целью определения точно​сти. Необходимость исследования точности и качества выполненных измерений возникает также при анализе построенных в разных условиях геодезических сетей. Для исследова​ния обычно организуют совокупность случайных независимых зна​чений изучаемого параметра и проводят ее статистическую обработку, в процессе которой находят основные параметры распреде​ления (выборочные математическое ожидание, дисперсию, асиммет​рию, эксцесс и т. п.) и определяют степень близости фактического распределения данной совокупности случайных значений некоторому предполагаемому теоретическому распределению. При анализе результатов измерений в качестве предполагаемого принимают нормальное распределение.

Рассмотрим последовательность статистической обработки ряда случайных значений.
Предположим, что высокоточным теодолитом на местности со средней погрешностью 1,5" измерен горизонтальный угол и полу​чено его «истинное» значение X. Этот же угол был многократно (n) измерен новым теодолитом с предполагае​мой средней погрешностью одного измерения mo. Результаты измерений приведены в табл. 5.1.
Последовательность обработки.
1.Вычисляем случайные погрешности измерений (i =xi-X, где  xi — измеренные значения; X — «истинное» значение измеряе​мой величины.

2. Находим степени погрешностей (; (2, (3 и (4.
3. Определяем суммы [(], [(2], [(3], и [(4].
4. Используя эти суммы, находим следующие выражения: 

а) смещение выборочного среднего арифметического значения относительно «истинного» равно
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отсюда среднее значение из ряда измерений будет равно 76°15'31,4" + 0,3" = 76°15'31,7";
б) центральный момент второго порядка (выборочная диспер​сия измеренных значений) составляет
[image: image149.png]



отсюда средняя квадратическая погрешность измерений вычисляется так:

[image: image150.png]m=qfa; =4/31,14 =5,58";




в) центральный момент третьего порядка находится следующим образом:

[image: image151.png]



отсюда асимметрия кривой фактического распределения опреде​ляется как

[image: image152.png]



г) центральный момент четвертого порядка выражается формулой
[image: image153.png]



отсюда  эксцесс  кривой  фактического  распределения   получается равным
[image: image154.png]. 2900_._ = e
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Замечаем, что полученная асимметрия — левосторонняя (А > 0), а вершина кривой фактического распределения несколько ниже вершины кривой теоретического нормального распределения (Э(0).

5. Оцениваем допустимые значения асимметрии и эксцесса:
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Отмечаем, что величины асимметрии и эксцесса незначительны и не выходят за пределы допусков. Это свидетельствует о том, что фактическое распределение может быть близким к нормальному.

6. Проверяем соответствие фактического распределения слу​чайных значений (i нормальному закону. Обычно применяют один из двух наиболее употребительных критериев согласия: Пирсона или Колмогорова.
В обоих критериях оперируют над группированными исходными данными. Для этого значения (i располагают в возрастающем по​рядке и полученный, вариационный ряд разбивают на равные интервалы. Ширину интервала h принимают примерно равной по​ловине предполагаемой средней погрешности ( обычно h = 0,5).
Верхние границы интервалов хi отложены по обе стороны от нуля (столбец 1, табл. 5.2). Для каждого интервала находят частоту ni — число случайных величин ряда, попавших внутрь соответст​вующего интервала. Эти частоты расположены в столбце 2. Норми​рованные интервалы, вычисленные по формуле

ti = хi/m,
приведены в столбце 3, m = 5,58". По ним выбираются половин​ные значения Ф(t), приведенные в столбце 4. Для удобства дальнейших вычислении знаки этих значений приняты анало​гичными знаками величин ti.
В столбцах 5 и 6 записаны теоретические рt и фактические рф вероятности попадания случайных величин в принятые интервалы.
При этом величина рt получена как разность соседних строк столбца 4, а pф — делением частот ni на n — число измерений.
Теоретические частоты nтi (столбец 7) получаются умножением теоретической вероятности рt на число всех измерений n.
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Критерий согласия Пирсона вычисляется по формуле
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где k — число интервалов. В нашем примере k = 9.
Гипотеза соответствия распределения наблюденного ряда слу​чайных значений (i нормальному закону принимается, если соблю​дается условие (2 ( (q2. Здесь (q2 — значение, выбираемое по числу степеней свободы r и уровню значимости q = 1 — po, где рo — принимаемая доверительная вероятность. Число степеней свободы для нормального распределения равно r = k -3. В нашем примере r = 9 —3 = 6.

Для доверительной вероятности рo = 0,95 (q — 0,05) находим (прил. 4)  (20,05= 12,6. Поскольку (2 ( (20,05 можно сделать вы​вод о соответствии распределения случайных погрешностей изме​рений е (см. табл. 3.1) нормальному закону.
Столбцы 9, 10, 11 содержат данные, необходимые при получе​нии критерия согласия Колмогорова. Накопленные вероятности получаются последовательным суммированием вероятностей рt и рф столбцов 5 и 6. В столбец 11 (D) записываются разности накопленных вероятностей.
Показателем расхождения фактического и теоретического распределений является число
[image: image158.png]



где Dmax — абсолютное значение максимальной разности накопленных вероятностей. В нашем примере Dmax = 0,09, отсюда
[image: image159.png]Ap=0,094/30 =0,493.




Гипотеза соответствия фактического распределения ряда случайных значений к предполагаемому теоретическому принимается, если соблюдается условие (ф((q. Здесь коэффициенты (q в за​висимости от уровня значимости имеют следующие значения:
уровень значимости q  ……….….......        0,1
            0,05               0,01
коэффициент (q       ..............................       1,224
        1,358             1,627
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В нашем примере показатель (ф оказался меньше всех коэффи​циентов (q, что свидетельствует о близости фактического распреде​ления полученных случайных погрешностей ( к нормальному.
Таким образом, по всем критериям (в том числе по значениям .эксцесса и асимметрии) можно сделать заключение о том, что фак​тическое распределение величин г подчиняется нормальному за​кону.

 Осн.: 1.(33-37(.
Доп: 7.(1-67(.
Контрольные вопросы: 

1) Как образуется статистическая совокупность?

2) Как можно графически представить статистическое распределение?

 3). С какой целью производят статистическую обработку результатов из​мерений? Какие задачи при этом решаются?
4). Назовите критерии согласия. Для чего они используются?

5). Критерий согласия Пирсона

6). Критерий согласия Колмогорова
ЛЕКЦИЯ 14-15 
СОСТАВЛЕНИЕ И РЕШЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Теория ошибок измерений рассматривает вопросы и устанавливает правила математической обработки результатов многократного измерения отдельной независимой величины (угла, расстояния и т. д.). Применение этих правил было бы возможно и для любой совокупности измеренных величин, получаемой для решения каких-либо конкретных задач, при том условии, что эта совокупность включает в себя лишь необходимые величины.
Однако во многих случаях геодезической практики, кроме необходимых измерений измеряют так называемые избыточные величины, т. е. измеренные сверх необходимых (третий измеренный угол при определении формы плоского треугольника).
Характерной особенностью избыточно измеряемых величин является то, что каждая из них обязательно приводит к появлению математического соотношения с известными необходимыми величинами в данной геодезической фигуре. Известно, что между двумя измеренными углами плоского треугольника не существует математических связей, но избыточно измеренный третий угол в этом треугольнике обусловливает между истинными значениями углов следующее соотношение:
А + В+С-180° = 0.
(6.1)
Если математические соотношения, возникающие в геодезичес​ких фигурах, составить с измеренными значениями величин, то вследствие неизбежных ошибок измерений они строго удовлет​воряться не будут. Так, например, для трех углов плоского треугольника получим:
A' + B' + C'-180°=W,

где W характеризует степень нарушения условия (6.1) и называется его невязкой; А', В', С'—измеренные углы треугольника.
Чтобы привести результаты измерений в геометрическое соответствие, необходимо ликвидировать невязки W, т. е. результаты измерений исправить таким образом, чтобы выполнились все математические соотношения.
Процесс математической обработки, выполняемый при наличии избыточных измерений для нахождения оптимальных оценок искомых и (или) измеренных величин и устранения несогласован​ности между результатами измерений и их функциями, называется уравниванием.
Комплекс вычислительных работ, проводимых при уравнивании и оценке точности результатов измерений, уравненных величин и их функций, называется уравнительными вычислениями.
Математический смысл задачи совместного уравнивания не​скольких величин состоит в следующем.
Пусть для определения некоторых элементов геодезической сети независимо измерены п величин и получены результаты x'1, x'2, ..., х'п, точность которых характеризуется соответственно весами p1, p2, ..., рп. При этом по условию задачи известно, что в общем числе и измерений содержится r избыточных. Тогда, в соответствии с вышеизложенным, между истинными значениями измеренных величин X1, X2, ..., Хn возникает г математических соотношений (условных уравнений)
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          (6.2)
В системе (6.2) предполагаются только независимые друг от друга условные уравнения, т. е. те, которые отражают необходимые математические связи. Число таких уравнений равно числу избыточно измеренных величин r. Поскольку избыточные измерения составляют только часть всех измерений, то всегда

R > n






(6.3)

Из неравенства (6.3) следует, что система условных уравнений (6.2) является неопределенной, так как содержит уравнений меньше чем неизвестных, и поэтому допускает бесконечное множество решений.
Если в системе (6.2) вместо истинных значений Х1, Х2, ..., Хn подставить результаты измерений х'1, х'2, ..., х'n, содержащие ошибки, то в правых частях этих уравнений будут получены величины, отличающиеся от нуля, т.е. невязки Wl, W2, ..., Wr. Таким образом, система условных уравнений (6.2) примет сле​дующий вид:
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             (6.4)
Для устранения невязок W необходимо выполнить уравнивание результатов измерений, т.е. ввести поправки (i (i = 1, 2,..., п).

Обозначив уравненные значения измеренных величин через

(6.5)
получим:




              (6.6)
Из этого следует, что уравненные значения измеренных величин удовлетворяют условным уравнениям (6.2).
Следовательно, технологией уравнивания должно быть предусмотрено нахождение единственных значений поправок (i  исправляющих результаты измерений х'i. Сложность этой задачи заключается в том, что система уравнений (6.6) является неопределенной и допускает множество решений. Однако при наличии дополнительных условий, которые позволяли бы одновременно с устранением невязок W находить и вероятнейшие значения измеренных и искомых величин, эту задачу можно решить. Наиболее целесообразно в этом случае применение метода наименьших квадратов.
Принцип наименьших квадратов
В 1806 г. французский математик Лежандр предложил способ решения неопределенных систем линейных уравнений, неизвестными в которых являются поправки в результаты измерений, получивший название метода наименьших квадратов. В этом способе уравнения подчиняются дополнительному условию — сумма квадратов поправок v, вводимых в равноточные измерения, должна быть равна минимуму, т. е. меньше суммы квадратов любой другой системы поправок, удовлетворяющей данным уравнениям:
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При неравноточных измерениях дополнительное условие имеет вид:



(6.7)
Условие (6.7) является математическим выражением принципа наименьших квадратов.
Таким образом, из всего множества возможных решений системы уравнений (6.6) выбирается одно, удовлетворяющее условию (6.7). Математическая обработка результатов измерений некоторой совокупности величин с соблюдением требования (6.7) называется уравниванием по методу наименьших квадратов.
С математической стороны это представляет собой следующую задачу.
Требуется найти минимум функции (6.7), если ее переменные v связаны с независимыми уравнениями (6.6).
Для решения такой задачи в математическом анализе применяются два основных способа:
способ Лагранжа с неопределенными множителями;
способ абсолютного экстремума, основанный на представлении всех измеренных величин в виде функций некоторых параметров.
В теории математической обработки результатов геодезических измерений первый способ называется коррелатным (способ условий или условных измерений), второй — параметрическим (способ необходимых неизвестных или посредственных (косвенных) измерений).
Доп: 7.(1-67(.

Контрольные вопросы:

1. Два способа строгого уравнивания.

2. Какие бывают способы уравнивания?

3. Основной принцип строгого уравнивания.

 (11.21)

, 1989 г.

        7.  Мазмишвили А.М. Способ наименьших квадратов. Москва: Недра, 1968 г.

2.7. Тестовые задания для самоконтроля

Модуль 1

1. Вероятность достоверного события равна: 

A) P(u)=0

B) P(u)=p
C) P(u)=I
D) P(u)= -I
E) P(u)=q
2.Какое распределение называют распределением Гаусса?                                
[image: image164.wmf]            

A) Биноминальное

B) Нормальное

C) Вейбулла

D) Логонармальное 

E) Гамма-распределение 

3. Событие- это:

A) Осуществление всех испытаний

B) Совокупность условий

C) Количественная мера

D) Качественная мера 

E) Результат испытания

4. Чему равно число сочетаний С2I:

A) 1

B) 2

C) 3

D) 4

E) 0

5. Выборочная дисперсия измеренных значений – это 

A) 
[image: image165.wmf][

]

;

2

n

e

s

=


B) 
[image: image166.wmf][

]

;

2

n

ee

s

=


C) 
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E) 
[image: image169.wmf];
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6. Вероятность невозможного события равна

A) P(V) = 1;

B) P(V) = 0;

C) P(V) = 
[image: image170.wmf];
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D) P(V) = p;

E) P(V) = q;
7. Достоверное событие – это событие, которое
A) при осуществление некоторого комплекса условий не может произойти;

B) непременно произойдет, если осуществится определенный комплекс условий;

C) может произойти, а может не поступить;

D) составляет из двух простых событий;

E) исключает появление других событий.

8. Функция плотности вероятностей имеет значение:

A) f(x) 
[image: image171.wmf];
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B) f(x) 
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C) f(x)=1;


D) f(x) 
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E) f(x) 
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9. Вычислить число сочетаний С
[image: image175.wmf]2
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А) 5

В) 2

С) 10

D) 1

Е) 0
10. Относительная частота события:
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Модуль 2

1. Средняя квадратическая погрешность по формуле Гаусса:

A) m=
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C) B. m=
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E) m=
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2. Погрешность вычисления СКП измерений

A) mm=
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C)  mm=
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D) mm=
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E) mm=nm
[image: image189.wmf]
3. CКП функции измеренных величин (формула переноса погрешностей):

A) M
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 EMBED Equation.3 [image: image192.wmf]
B) M
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C) M
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E) M
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4. Какие ошибки подлежат математической обработке:

A) случайные

B) систематические и грубые

C) грубые

D) постоянные

E) положительные

5. СКП разности двойных измерений:

A) md=
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D) md=
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E) md=
[image: image204.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image205.wmf][
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6. Как вычисляется погрешность измерения?

A) Е=f(х)

B) Е=D(E)

C) Е=х-Х

D) Е=х
[image: image206.wmf]2
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E) Е=х2
7. Четвертое свойства случайных погрешностей измерений:

A) [pvv]=min

B) m=
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8. Чему равен вес общей арифметический середины:

A) Pх=
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C) Pх=[p]

D) Pх=1-[p] 

E) Pх =
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9. Средняя ошибка измерений 

A) 
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10. СКП единицы веса (неравноточные измерения)
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Модуль 3

1.  Критерий согласия Пирсона (соответствие фактического распределения нормальному );

A) 
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B) Dmax
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 EMBED Equation.3 [image: image231.wmf];
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2. Асимметрия кривой фактического распределения:

А) 
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3. Вершина кривой фактического распределения находится выше вершины кривой нормального распределения, когда

А) Э < 0

В) Э > 0

С) Э = 0

Д) 0<Э < 1

Е) 
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4. Эксцесс кривой фактического распределения – это

А) Э = 
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С) Э = 
[image: image244.wmf]n

]

[

3

e


Д) Э = 
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5. Вершина кривой фактического распределения находится ниже вершины кривой нормального распределения, когда

А) Э< 0

В) Э ( 0

С) Э = 1

Д) 0< Э < 2

Е) -∞ < Э > +∞
6. Критерий согласия Колмагорова (соответствие фактического распределения нормальному)

A) 
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B) 
[image: image248.wmf];
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[image: image249.wmf];
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E) 
[image: image251.wmf]);
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7. Левосторонняя асимметрия – это, когда: 

A) А<0


B) A>0


C) A=0

D) 0<A<1

E) A
[image: image252.wmf]¥
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8. Cмещение выборочного среднеарифметического значения относительно истинного  равно:

A) 
[image: image253.wmf][

]

n

e

=

D


B) 
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9.В каких пределах изменяется коэффициент корреляции?

А) r < 0

В) r ( 0

С) r = 1

Д) 0< r < 1

Е) -1 < r < +1
10. Что характеризует коэффициент корреляции?

А) степень линейной зависимости между случайными величинами

В) степень уравнения

С) степень доверия случайных величин

Д) точность измерения случайных величин

Е) точность вычисления систематических ошибок
Модуль 4

1. Поправки в коррелатном способе вычисляются:

A) vi=qiai1k1+qiai2k2+…+ qiairkr
B) vi=ai1
[image: image258.wmf]1

t

+ai2
[image: image259.wmf]2

t

+…+ aik
[image: image260.wmf]k

t

+li
C) vi=pai1k1+piai2k2+…+ piairkr
D) vi=ai1k1+ai2k2+…+ airkr
E) vi=qiai1r1+qiai2
[image: image261.wmf]t

2+…+ qiairkr
2. Контроль правильности вычисления [pv2]  в параметрическом способе осуществляется по формуле: 

A) [pv2]=[(S-L) 
[image: image262.wmf]t

]

B) [pv2]=[(S-L) Qij]

C) [pv2]=[pll]4 
D) [pv2]=[SK]

E) [pv2]=-[KW]

3. Коэффициент нормального уравнения  [qa2 a3] равен:

A) [qa2 a3]= q1a2а3+q2a2а3+…+ qna2a3
B) [qa2 a3]= q1a12а13+q2a22а23+…+ qnan2an3

C) [qa2 a3]= qa12а13+qa22a23+…+ qan2an3
D) [qa2 a3]= q1a1а1+q2a2а2+…+ qnanan
E) [qa2 a3]= q11a2а3+q22a2а3+…+ qnna2a3
4. Коэффициент преобразованной (эквивалентной) системы  
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5. Определить СКП разности высот реперов: 

A) mF=
[image: image274.wmf]F

p

1

m




B) mF=
[image: image275.wmf]F
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C) mF=
[image: image276.wmf]]
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D) mF=
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E) mF=
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6. Поправки в параметрическом способе вычисляются:

A) vi=qiai1k1+ qiai2k2+…+ qiairkr
B) vi=аi1
[image: image279.wmf]1

t

+ ai2
[image: image280.wmf]2

t

 +…+ air
[image: image281.wmf]r
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C) vi= аi
[image: image282.wmf]j
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D) vi=рai1ki+pai2k2+…+ pairkr
E) vi=qiai 
[image: image283.wmf]1
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+ qiai 
[image: image284.wmf]2
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[image: image285.wmf]r
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7. Контроль правильности вычисления [pv2]  в коррелатном способе осуществляется по формуле

A) [pv2]=[(S-L)
[image: image286.wmf]t

]

B) [pv2]=[(S-L)Qij]
C) [pv2]=[pll]4
D) [pv2]=[SK]

E) [pv2]=-[kw] 

8. Коэффициент нормального уравнения [pa1 a3] при рi=1,2 равен

A) [pa1 a3] = p1a1a3+ p2a1a3
B) [pa1 a3] = pa11a13+ pa21a23

C) [pa1 a3] = p1a11a13+ p2a21a23
D) [pa1 a3] = p1a1+ p1a3
E) [pa1 a3] = p1a1+ p2a3+ p1a1a3
9. Коэффициент преобразованной (эквивалентной) системы 
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E) 
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10. Обратный вес оцениваемого элемента

A) 
[image: image298.wmf]11

1

1

Q

P

=


B) 
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ПАСПОРТ

ответов на тестовые вопросы

	№ вопроса
	Правильный ответ
	№ вопроса
	Правильный ответ
	№ вопроса
	Правильный ответ
	№
вопроса
	Правильный ответ

	Модуль 1
	Модуль 2
	Модуль 3
	Модуль 4

	1. 
	С
	1. 
	Е
	1. 
	А
	1.
	А

	2. 
	В
	2. 
	В
	2. 
	С
	2.
	С

	3. 
	Е
	3. 
	А
	3. 
	В
	 3.
	В

	4. 
	В
	4. 
	А
	4. 
	Е
	4.
	Е

	5. 
	В
	5. 
	А
	5. 
	А
	5.
	А

	6. 
	В
	6. 
	С
	6. 
	В
	6.
	В

	7. 
	В
	7. 
	Д
	7. 
	В
	7.
	Е

	8. 
	А
	8. 
	С
	8. 
	А
	8.
	С

	9. 
	С
	9. 
	В
	9. 
	Е
	9.
	Д

	10. 
	С
	10. 
	С
	10. 
	А
	10.
	А


2.8. Экзаменационные вопросы по курсу:

1. Случайная величина. Виды случайных величин.

2. Основные характеристики случайной величины (дисперсия и мат. ожидание).

3. Дополнительные характеристики случайной величины. Центральные моменты

4. Закон распределения случайной прерывной величины

5. Закон распределения непрерывной случайной величины

6. Функция плотностей вероятностей. Ее свойства

7. Случайное событие. Виды случайных событий

8. Событие. Виды событий

9. Случайное событие. Относительная частота

10. Случайное событие. Вероятность события

11. Биноминальное распределение случайной величины

12. Гамма распределение случайной величины

13. Нормальное распределение случайных величин

14. Распределение Вейбулла.

15. Характеристики распределения случайных величин

16. Предмет, содержание и задачи дисциплины. Прямая и обратная задачи ТОИ.

17. Измерения. Виды измерений.

18. Погрешность измерения. Виды погрешностей

19. Погрешность измерения. Грубые погрешности. Пример

20. Виды погрешностей. Систематические ошибки. Способы их исключения. Пример

21. Виды погрешностей. Случайные погрешности. Их свойства. Пример

22. Вес измерения. Погрешность единицы веса. Вес функции измеренных величин. Примеры

23. Общая и простая арифметическая середины. СКП арифметической середины

24. Определение СКП измерения. Формулы Гаусса, Петерса, Бесселя

25. Измерения. Погрешность измерения

26. Порядок обработки равноточных измерений одной величины

27. Оценка точности по разностям равноточных двойных измерений

28. Порядок обработки неравноточных измерений одной величины

29. Оценка точности по результатам двойных неравноточных измерений

30. СКП функции измеренных величин. Формула переноса погрешностей

31. Ошибка округления. СКП ошибки округления

32. Средняя и вероятная ошибки измерений

33. Предельная и вероятная ошибки измерений

34. Связь между различными видами погрешностей измерений

35. Статистическое исследование рядов случайных погрешностей измерения

36. Корреляция случайных величин

37. Статистическая и функциональная связи случайных величин

38. Связь между центральным моментом случайной величины и СКП

39. Связь между центральным моментом и асимметрией. Асимметрия кривой распределения

40. Связь между центральным моментом и эксцессом. Эксцесс распределения

41. Эквивалентные преобразования параметрических уравнений поправок.

42. Сущность параметрического уравнивания.

43. Параметрические уравнения поправок

44. Нормальные уравнения параметрического уравнивания. Их свойства

45. Последовательность параметрического уравнивания

46. Принципы выбора способа уравнивания. Способы строгого уравнивания

47. Коррелатное уравнивания. Система условных уравнений, условное уравнение поправок

48. Контроли в параметрическом уравнивании

49. Основы коррелатного уравнивания. Условные уравнения

50. Параметрическое уравнивание. Вычисление весовых коэффициентов

51. Оценка точности результатов параметрического уравнивания

52. Параметрическое уравнивание маркшейдерско-геодезических сетей

53. Коррелатное уравнивание маркшейдерских сетей

54. Оценка точности по результатам коррелатного уравнивания

55. Контроль при коррелатном уравнивании

56. Коррелатные уравнения поправок. Система нормальных уравнений коррелат

57. Составление и решение системы нормальных уравнений

58. Эквивалентные преобразования коррелатных уравнений поправок

59. Уравнивание. Способ Крюгера-Урмаева

60. Уравнивание. Групповые способы уравнивания

степень дробления пород, величину раз​вала и др. 









































































Рис.5.1. Соотношение между теоретической и статистической вероятностями





Таблица 5.1





Таблица 5.2
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